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基于微分几何纤维缠绕回转壳封头的厚度计算
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文摇 摘摇 应用微分几何理论,建立了纤维复合材料在回转壳封头上稳定缠绕的数学模型,推导出了缠绕

角、中心角与轴向坐标之间的微分方程。 结合缠绕轨迹在封头上叠带的几何关系,给出了厚度的计算方法。 算

例表明该计算方法反映了纤维缠绕回转壳封头上厚度的分布规律,可直接应用于结构的初步设计。
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Calculated Thickness of Filament Winding Ellipsoidalhead
Based on Differential Geometry
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Abstract摇 The mathematical model of fiber composite material winding steadily on ellipsoidalhead was estab鄄
lished by application of differential geometry theory. The differential equations between winding angle / center angle
and axial coordinates were obtained,and then thickness of filament winding ellipsoidalhead was calculated by consider鄄
ing the geometrical relationship of winding path. The numerical example show that the calculation method reflects par鄄
ticular distribution rule of thickness on filament winding ellipsoidalhead, and the method can be applied to the prelim鄄
inary design.
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1摇 引言

在纤维缠绕复合材料压力容器的设计和分析过

程中,封头上纤维的缠绕角度、缠绕厚度等参数十分

重要,因为从纤维缠绕壳体的静水压实验来看,此处

最容易发生破坏。 由于纤维缠绕复合材料压力容器

的封头普遍采用椭圆回转壳,较筒身段纵向加环向的

缠绕方式而言,封头段只有纵向缠绕层而没有环向缠

绕层,同时封头段纵向缠绕层的纤维缠绕角度又是随

着封头回转半径的减小而增大的,从赤道处的 琢0 随

封头半径的变化而逐渐变化到极孔处的 90毅 ,结合纤

维缠绕工艺的连续性可知,封头上的纤维缠绕厚度是

回转半径和缠绕角度的函数。 曾有学者[1-2] 通过将

纤维在回转壳封头上的缠绕轨迹近似看作直线对厚

度进行计算。 近几年来微分几何方法开始被引入纤

维缠绕复合材料的设计过程中[3-4],并取得了令人满

意的效果。

本文应用微分几何理论,将纤维在回转壳封头上

的缠绕轨迹以微分方程的形式给出,并推导出缠绕中

心角关于回转半径和缠绕角度的方程。
2摇 回转曲面上非测地线缠绕的数学模型

2. 1摇 稳定缠绕判据

非测地线缠绕在芯模表面上的某一点纤维 P 沿曲

率半径方向 c 的力 f r 可分解为:垂直于芯模表面沿曲

面 P 点主法向量 n 的负方向的力 fn 和垂直于 P 点纤

维的切线 t 沿测地曲率向量 g 方向的力 fg 。 其中 fg 使
纤维产生滑移趋势,摩擦力 fw 与 fg 方向相反,因此纤

维稳定不滑移的充分必要条件[ 4 ]为: fg £ fw 。

首先定义滑线指数 姿 =
fg
fn

=
Kg

Kn
,最大静摩擦系

数 滋s =
fw
fn

。 式中, Kg 为纤维曲线的测地曲率, Kn

为纤维曲线的法曲率。 按以上要求可得稳定缠绕判
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据为 姿 臆 滋s 。 式中, 滋s 为纤维复合材料与芯模表

面的最大静摩擦系数,可以通过实验确定。

图 1摇 回转曲面上非测地线缠绕纤维在 P 点的受力关系

Fig. 1摇 Force system of tensioned fibre along
semi鄄geodesic path on ellipsoidalhead

2. 2摇 缠绕角方程

设 回 转 曲 面 的 基 本 方 程 r 兹,( )z =

r ( )z cos兹,r ( )z sin兹,{ }z ,根据微分几何理论[ 5 ] 有 dz
d兹

= r2

1 + r忆2
tg茁 ,其中 茁 为 r兹 与切线 t 之间的夹角。

根据 Euler 公式可求得法曲率 Kn :

Kn = r义r tan2茁 - 1 - r忆2

1 + r忆( )2 3 / 2 r 1 + tan2( )茁
(1)

摇 摇 根据 Liouville 公式可求得测地曲 Kg:

Kg = d茁
ds - cos茁

1 + r忆2
· r忆

r (2)

摇 摇 根据缠绕工艺可知:缠绕角为 琢 为 rz 与切线 t 之
间的夹角,故 琢 = 90毅 - 茁 ,由微分几何可得

1 + r忆2 dz
ds = sin茁 (3)

摇 摇 由式(1)-式(3)得:
d琢
dz =

姿 1 + r忆( )2 sin2琢 - rr义 cos2[ ]琢 - 1 + r忆( )2 r忆sin琢
cos琢 r 1 + r忆( )2

(4)
摇 摇 若 姿 = 0,对方程两端积分为测地线缠绕规律[ 6 ]:
rsin琢 = r0, r0 为极孔半径;若 姿屹0,方程没有解析解,
已知边界条件的情况下,利用常微分方程的数值解法

(Runge鄄Kutta 法)可以确定 琢 与 z 之间的关系。
2. 3摇 中心角方程

由微分几何可知,曲线切向量 t = rz
dz
ds + r兹

d兹
ds

所以有:

cos琢 =
rz·t
rz · t

= 1 + r忆 2

r2兹忆 2 + 1 + r忆( )2

1
2

摇 摇 解上式得:

兹忆( z) = 1
r 1 + r忆( )2 1

2 tg琢 (5)

摇 摇 在 琢 与 z 之间的关系由式(4)确定,边界条件已

知的情况下,利用常微分方程的数值解法(Euler 法)
可以唯一确定 兹 与 z 之间的关系。 由上可得,在给定

缠绕起点 (兹0,琢0) 后,非测地线缠绕在回转曲面上任

意一点纤维的位置可以精确求解。
3摇 纤维非测地线缠绕回转壳的厚度计算方法

3. 1摇 距极孔一个带宽范围内任一点厚度的计算

封头赤道之间的纱带在缠绕过程中都通过 A 点, 如图

2所示。A点的厚度就是这几条纱带叠加的厚度[2]:

h = 着
2仔·S·hp (6)

式中, h 为单层缠绕后 A 点的厚度, h p为纱带厚度, S
为赤道上纤维束数, 着 为 蚁COB = 2 伊 (兹E - 兹A) 。

图 2摇 距封口一个带宽范围内点的叠带关系

Fig. 2摇 Band geometry within one
band width of polar opening

3. 2摇 距极孔一个带宽范围外任一点厚度的计算

由图 3 可知,纱带在缠绕过程中都通过 A 点, 着
为 2 伊 蚁COB ,其中 rG = r0 + w , r0 是极孔半径, w 是

纱带宽度。
蚁COB = 蚁AOC - 蚁AOB = 兹A - 兹G

摇 摇 综上两部分所述,由式(6)可知,封头上厚度的

计算公式如下:

h =
S·hp

仔 ·(兹E - 兹A) r0 £r £( r0 + w)

h =
S·hp

仔 ·(兹A - 兹G) ( r0 + w) £r £R

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

(7)

式中, 兹A 、 兹E 、 兹G 可通过(5)求解。

图 3摇 距封口一个带宽范围外点的叠带关系

Fig. 3摇 Band geometry beyond one band width of polar opening
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4摇 算例

为了验证基于微分几何研究纤维缠绕回转壳封

头厚度的合理性,将以上推导的算法编制为程序进行

了计算。 算例采用长短轴比为 2 的半椭球壳[ 2 ],采
用平面缠绕,即沿测地线轨迹缠绕,并且采用了扩孔

工艺,即缠绕一个循环,封头缠绕极孔半径外移一定

量后再进行下一个循环缠绕,极孔变化量见表 1。 计

算中的参数为:rC = 696 mm,w = 4. 75 mm,hp = 0. 165
mm,S=920。

表 1摇 封头不同缠绕极孔半径

Tab. 1摇 Various wound polar radius of ellipsoidalhead
Wound step Wound polar radius / mm

1 128
2 128
3 128
4 138
5 148
6 158
7 168
8 178
9 188
10 198

表 2摇 封头上纤维缠绕厚度的实测值、计算值、相对误差

Tab. 2摇 Actual value,prediction value,relative errors
of thickness on ellipsoidalhead

Radius change
direction / mm

Actual value
/ mm

Prediction
value / mm

Errors of prediction
value / %

0 3. 30 3. 30 0. 1
35 3. 30 3. 35 -1. 5
55 3. 34 3. 38 -1. 2
75 3. 40 3. 43 -0. 7
95 3. 50 3. 49 0. 3
115 3. 62 3. 57 1. 5
135 3. 71 3. 67 1. 2
155 3. 79 3. 79 0. 1
175 4. 05 3. 94 2. 7
195 4. 34 4. 13 4. 8
215 4. 54 4. 38 3. 6
235 4. 93 4. 70 4. 7
255 5. 23 5. 15 1. 6
275 5. 70 5. 80 -1. 8
295 6. 75 6. 90 -2. 2
315 8. 80 9. 26 -5. 2
325 11. 78 12. 25 -3. 9
330 15. 69 15. 95 -1. 7
335 20. 52 21. 53 -4. 9
338 19. 71 18. 52 6. 0
341 20. 87 20. 26 2. 9
342 11. 87 12. 62 -6. 2

图 4摇 封头上纤维厚度的计算值与实测值比较

Fig. 4摇 Comparison of actual and prediction value
of thickness on ellipsoidalhead

将封头上纤维缠绕厚度的计算值与实测值进行

了比较,结果如表 2 所示,两者的相对误差在 依 6%
以内,在工程中是可以接受的(图 4)。 其中两者在极

孔附近相对误差比较明显的原因,可能是由于纤维在

极孔附近堆积,造成封头形面变化较大,从而导致纤

维架空所引起的,对整体精度影响不大。
5摇 结论

本文给出了纤维在回转壳封头上稳定缠绕的数

学模型及叠带关系,通过算例证明了采用微分几何计

算封头段纤维缠绕厚度的方法精度较高,并且适用于

纤维非测地线缠绕的厚度计算,可直接用于结构的初

步设计,也为有关纤维缠绕回转壳厚度的进一步研究

提供了理论依据。
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