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热固性树脂炭化过程中的耦合控制方程建立
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文摇 摘摇 树脂炭化是一个复杂的物理化学变化过程,包括传热传质、应力应变、热分解等耦合过程。 基于

物理守恒原理,理论推导出了瞬态的热-流-固耦合方程组,包括树脂变形方程、热解气体渗流方程和能量守恒

方程,分析了各物理场之间的相互耦合作用,并对后续研究提出建议。
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Establishment of Coupled Governing Equations in the Carbonization
Process of Thermoset Resins
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(School of Aeronautic Science and Engineering, Beihang University, Beijing摇 100191)

Abstract摇 The carbonization of resins owns a very complicated with physically and chemically phenomenon, in鄄
volving heat and mass transfer, stress and strain generation and pyrolysis. The transient governing equations of cou鄄
pled thermo鄄hydro鄄mechanical process are theoretically derived based on physical conservation, namely equations for
resins deformation, gas flow and energy conservation. Analysis of coupling interaction of the multi鄄physics are carried
on. And some suggestions are proposed for further study.
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0摇 引言

C / C 复合材料具有一系列其他材料所无法比拟

的独特优点,在航天工程、新型飞机、高速列车等领域

得到愈来愈广泛的应用[1 -2]。 但是由于高成本,C / C
复合材料仅仅应用在一些特殊领域。 然而随着对 C /
C 复合材料的需求越来越多,减少生产周期和降低生

产成本变得必要。 因此,需要对生产工艺进行改进,
精确控制以获得满足性能要求的最终产品。

在 C / C 复合材料的生产过程中,炭化是关键的

一个环节。 炭化过程中,树脂基体会释放出气体留下

残碳作为 C / C 复合材料的碳基。 这是一个十分复杂

的过程,涉及到力学和化学中许多耦合场,包括过程

中的传质传热、产生残余应力应变、裂缝的产生以及

树脂的热分解等,且每种变化进程对其他进程有很大

影响,因此这就要求同时分析这些过程以获得对炭化

过程全面的认识[3 - 4]。
Lovell 等[5-6]单从化学角度研究了热固性树脂的

化学热分解动力学。 Sandhu 等[7-8] 给出了一种有效

的方法研究树脂炭化过程中失重的动力学和挥发性

气体组分。 Nam 等[ 9-11]考虑传热传质方程得到了树

脂热分解失重动力学。 Aoki 等[12-13]将应力应变的产

生机制和裂纹的评估考虑到模型中,以研究炭化过程

中的变形问题。 Kim 等[14]综合考虑了传热传质以及

应力应变得到了一个综合性的炭化模型,但是模型过

于简单,没有涉及到模型中的耦合关系。
本文在前人基础上,考虑到实际的求解需求,推
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导出来一组考虑多物理场完全耦合而又具有可解性

的方程组。 由于热固性树脂本身具有各向同性的物

理性能,因此为了简化推导过程,仅选择树脂作为研

究对象,进行炭化过程的控制方程推导。
1摇 理论推导

根据线性动量守恒、质量守恒和能量守恒定律,
基于线弹性小变形、饱和多孔介质等假设进行推导。
文中以拉应力为正。
1. 1摇 变形场控制方程

1. 1. 1摇 有效应力

Terzaghi 有效应力原理认为固相骨架的主要变

形是由有效应力控制,孔隙中流体压力是骨架产生均

匀的梯级应变,公式如下:
滓ij = 滓忆ij + 琢pp啄 ij (1)

式中,滓为全应力张量,滓忆为有效应力张量, 琢 p 为 Biot
系数, p 为孔隙压力,啄 ij为 Kronecker 符号。
1. 1. 2摇 热弹性本构关系

假设树脂固相是弹性小变形,骨架热膨胀性质和

力学性质为各向同性,考虑热效应作用,有效应力-
应变本构关系为:

滓忆ij = 2G着ij +
2Gv

1 - 2v着kk啄 ij - K忆琢忆TT啄 ij (2)

式中,着ij为应变张量, G 为剪切模量, v 为泊松比, 着 kk

为体应变, K忆 是骨架体积模量, 琢T 忆 为体胀系数, T
是温度。
1. 1. 3摇 几何方程

根据树脂骨架小变形的假设,几何方程为:

着ij =
1
2 (ui,j + u j,i) (3)

着v = 着kk = 着x + 着y + 着z (4)
式中, ui,j 为骨架的位移分量, 着 v 为体应变。
1. 1. 4摇 静力平衡方程

忽略惯性项的影响,推导出静力平衡方程:
滓ij,j + f i = 0 (5)

式中, f i 为 树 脂 ( 包 括 气 体 ) 的 体 积 力, f i =
(0,0,籽mg) T ,其中 籽m =渍籽 g + (1 - 渍)籽 s, 渍 为树脂的

孔隙度,籽g、籽s 分别是气体和树脂骨架的密度。
将式(3)带入式(1),然后带入式(2),即可得到

变形场的控制方程:

Gui,jj +
G

1 - 2淄u j,ji + f i - 琢pP,i - K忆琢T忆T,i = 0 (6)

(6)式对指标 i 求导可得

1 - 淄
1 - 2淄2G Ñ

2着v - 琢p Ñ
2P - K忆琢T 忆 Ñ

2T + f i,i = 0

(7)

式中, Ñ为拉普拉斯算符。
(7)式即为树脂骨架耦合变形场,左边第二项体

现了渗流变化影响的耦合项,左边第三项体现了温度

变化影响的耦合项。
1. 2摇 渗流场控制方程

耦合渗流场控制方程的推导是基于质量守恒定

律和达西定律。
1. 2. 1摇 达西定律

炭化过程中有两个位移量,即树脂骨架位移矢量

us 和气体的位移矢量 ug,相对应的有两个速度即 vs
和 vg。 因此其相对速度为 vr:

vr = vg - vs (8)
式中,下标 s 和 g 分别对应着固体和气体的量,根据

Dupuit鄄Forchheimer[15]关系式,渗流速度为 渍v r,即:

渍vr = -
K
滋g

Ñp (9)

式中, K 为渗透率,滋g 为气体黏度。
1. 2. 2摇 连续性方程

考虑质量源项,则流体的连续性方程为:
鄣(籽g渍)

鄣t + Ñ·(籽g渍vg) = Qg (10)

式中,源项 Qg 为气体产生的速率。
将式(8)带入上式,并展开得:

籽g
鄣渍
鄣t + 渍

鄣籽g

鄣t + Ñ·(籽g渍vr) + 籽g渍 Ñ·vs

+ vs·Ñ籽g渍 = Qg

(11)

摇 摇 略去二阶小量项 vs·Ñ得:

籽g
鄣渍
鄣t + 渍

鄣籽g

鄣t + Ñ·(籽g渍vr) + 籽g渍 Ñ·vs = Qg

(12)
摇 摇 类似地,树脂骨架的连续方程为:

鄣(1 - 渍)籽s

鄣t + Ñ·[(1 - 渍)籽svs] = Qs (13)

式中,源项 Q s为树脂减少的速率,且 Q s = - Q g

展开上式得:

(1 - 渍)
鄣籽s

鄣t - 籽s
鄣渍
鄣t + (1 - 渍)籽s Ñ·vs +

vs·Ñ[(1 - 渍)籽s] = Qs

(14)

摇 摇 略去小量项 v s·Ñ,再将各项乘以 籽 g / 籽 s 得:

(1 - 渍)
籽g

籽s
·

鄣籽s

鄣t - 籽g
鄣渍
鄣t + (1 - 渍)籽g Ñ·vs =

籽g

籽s
Qs

(15)
摇 摇 将式(12)和式(15)相加,得到整体的连续方程,
即:
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渍
鄣籽g

鄣t + (1 - 渍)
籽g

籽s

鄣籽s

鄣t + Ñ·(籽g渍vr) + 籽g Ñ·vs =

(1 -
籽g

籽s
)Qs

(16)

摇 摇 因为骨架中 Ñ·vs =
鄣
鄣t(Ñ·us) = 鄣

鄣t(ui,i) =
鄣着 v

鄣t ,

且 1 -
籽 g

籽 s
抑1,因此有:

渍
鄣籽g
鄣t +

(1 - 渍)籽g
籽s

鄣籽s
鄣t + 籽g

鄣着v

鄣t + Ñ·(籽g渍vr)= Qg(17)

1. 2. 3摇 状态方程

气体的状态方程符合理想状态方程,即:

籽g =
pMw

RT (18)

式中,R 为气体常数,Mw 为气体平均摩尔质量。
对于固体密度可用下式表示[16]:

籽s = 籽s0(1 +
p - p0

Ks
- 3琢Ts(T - T0) -

tr(滓忆 - 滓忆0)
(1 - 渍)3Ks

) (19)

式中,籽s0为初始密度;Ks 是树脂基体体积模量;琢Ts为树脂基体热胀系数; 滓忆为有效应力。 将固体密度对时间求

导,即:
(1 - 渍)

籽s

鄣籽s

鄣t = - K忆
Ks

鄣着v

鄣t + 1
Ks

1 - 渍 - K忆
K[ ]

s

鄣p
鄣t - 3 (1 - 渍)琢Ts -

K忆
Ks
琢忆[ ]T

鄣T
鄣t (20)

摇 摇 将达西方程、气体状态方程以及固体密度的导数带入得

pMw

RT - K忆
Ks

鄣着v

鄣t + 1
Ks

(1 - 渍 - K忆
Ks

) 鄣p
鄣{ t

- 3 (1 - 渍)琢Ts -
K忆
Ks

琢忆[ ]T
鄣T
鄣 }t +

Mw

RT
鄣p
鄣t +

pMw

RT
鄣着v

鄣t - Ñ·(
pMw

RT
K
滋g

Ñp) = Qg

(21)
即:

p琢p
鄣着v

鄣t - 3p (1 - 渍)琢Ts -
K忆
Ks

琢忆[ ]T
鄣T
鄣t + 1 + p

Ks
(1 - 渍 - K忆

Ks
[ ]) 鄣p

鄣t - K
滋g

Ñ
2p2 =

RTQg

Mw
(22)

式中,等号左边第 1 项为骨架体应变的变化对渗流的

影响,第 2 项为热膨胀对渗流的影响,第 3 项和第 4
项则是渗流项,等号右端为源项。
1. 3摇 温度场控制方程

温度场控制方程的推导主要是基于热传导和热

对流。 固体骨架与气体位于同一空间,但是他们有不

同的热动力学性质,因此骨架和气体的能量守恒方程

需要分别定义。
1. 3. 1摇 对于气体

渍(籽cp) g
鄣T
鄣t = 渍 Ñ·(姿g ÑT) - (籽cp) g Ñ·(Tvg) + 渍qg

(23)
式中,(籽cp) g 为气体的比热容,姿g 为气体的热传导系

数,qg 为气体的热源强度。
1. 3. 2摇 对于骨架,忽略对流项

(1 - 渍)(籽cp) s
鄣T
鄣t = (1 - 渍) Ñ·(姿s ÑT) + (1 - 渍)qs

(24)
式中,(籽cp) s 为树脂骨架比热容,姿s 为骨架热传导系

数,qs 为骨架的热源强度。
对于单相流,假设骨架和流体之间总是处于热平

衡状态,因此将式(23)和式(24)相叠加,并加上固体

的变性能和外热源,即可得到能量守恒方程,如下:

(籽cp) t
鄣T
鄣t = 姿 t Ñ

2T - (籽cp) g Ñ·(Tvg) - (1 -

渍)TK忆琢T
鄣着v

鄣t + qt + qv

(25)
其中:

(籽cp) t = 渍 (籽cp) g + (1 - 渍) (籽cp) s

姿 t = 渍姿g + (1 - 渍)姿s

式中,等号左边第 1 项表示由于温度变化引起的单位

体积内能的变化,等号右端第 1 项由热传导引起的内

能变化,第 2 项由于热对流引起的内能变化,第 3 项

是由于体应变的变化引起的介质变性能, qt 为内热

源,而 qv 为外热源。
方程(6)、(22)和(25)就是求解 ui 、 p 和 T 的完

整方程组。
2摇 问题的求解

2. 1摇 边界条件

(1)给定界面上的位移量 u0( x
寅
,t) ,其中 x

寅
= (x,

y,z) ;

(2)给定界面上的压力 p0( x
寅
,t) ;

(3)给定界面上的温度 T0( x
寅
,t) ,或热通量。

2. 2摇 初始条件
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初始条件为给定区域上位移、压力和温度的初始

值 u(x,0) 、 p(x,0) 、 T(x,0) 。
有了边界条件和初始条件就能对方程组进行求

解,求得 p 、 T 和 ui 。 可利用式算出体应变 着 v 进而算

出炭化过程的应力分布 滓 ij 。 也可以研究区域内的

某些点的压力和温度随时间的变化,通过达西定律求

得渗流速度。
由于该方程组是非线性,只有通过简化才有可能

得到其解析解,一般都是用数值的方法对其进行求

解。
3摇 结论和建议

通过理论推导,建立了以位移、压力和温度为未

知量的炭化过程中的热-流-固耦合的数学模型。 但

对于实际应用来说,还有以下不足:
(1)本文是基于树脂基体的数学建模,适用于各

向同性的介质,而对 C / C 复合材料的炭化,还需考虑

碳纤维组分的影响;
(2)在实际的 C / C 复合材料的炭化过程中,一般

需要向炭化炉中通入氮气等惰性气体,需要考虑惰性

气体的驱动作用;
(3)在炭化过程中,孔隙并非均匀,应加以对孔

隙形态的研究,引入断裂力学内容,以获得最大应力

的分布,获得残余应力,研究材料性能;
(4)本文主要是理论推导,没有涉及到试验内

容,所以后续需进一步对模型进行验证。
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