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曲率计算方法ꎬ可用于圆柱段和圆锥段复合材料网格结构成型装置的设计生产和纤维缠绕ꎮ 对数螺线和阿基

米德螺线的弧长和曲率计算方法ꎬ可用于锥段复合材料网格结构软模成型装置的设计生产和纤维缠绕ꎬ为复合

材料网格结构自动化制造创造了条件ꎬ同时针对工程需要ꎬ对不同的网格结构选择不同的加工成型方式ꎬ可大

大降低加工难度ꎬ实现低成本快速批量生产ꎮ
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０　 引言

纤维缠绕是制造格栅(ｇｅｏｄｅｓｉｃ)增强复合材料结

构(正交格栅和等边三角形格栅结构壁板)的理想方

法ꎬ它可使结构的质量很轻ꎬ而强度刚度却非常

高[１]ꎮ
复合材料网格结构在国内应用于工程实践时间

尚短ꎬ但自动化缠绕成型趋势已十分明显ꎮ 自动化缠

绕成型可提高产品质量、提高生产效率ꎬ便于批量生

产ꎮ
圆柱段网格加筋结构ꎬ除纵筋沿母线、环筋沿圆

环外ꎬ其余筋的中心线均为圆柱螺旋线ꎮ 截圆锥段网

格加筋结构ꎬ除纵筋沿母线、环筋为圆环外ꎬ其余筋的

中心线均为圆锥螺旋线ꎮ 蒙皮的缠绕除 ９０°沿圆环

外ꎬ其余缠绕角度均沿圆柱圆锥侧面上的短程线缠
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绕ꎮ 因此应对圆柱圆锥侧面上的螺旋线和短程线的

几何性质进行深入系统的研究ꎬ得出工程上可行的方

法以应用于圆柱段和截圆锥段网格加筋结构的几何

建模、结构承力计算、自动缠绕时缠绕编程ꎬ为复合材

料网格结构自动化制造创造条件ꎮ 本文主要介绍了

锥柱面螺旋线短程线与网格缠绕成型技术ꎮ
１　 圆柱锥侧面上的螺旋线与复合材料网格结构的筋

条缠绕成型

圆柱段复合材料网格结构ꎬ除纵筋和环筋外ꎬ其
余筋的中心线均为圆柱螺旋线ꎬ其轨迹方程为:

ｘ ＝ ｒｃｏｓθ
ｙ ＝ ｒｓｉｎθ
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式中ꎬα 为螺旋角ꎮ 因螺旋角 α 为定值ꎬ当 θ ＝ ２π 为

时ꎬｚ 为定值ꎬ即圆柱螺旋线是等螺旋角等螺距螺旋

线ꎮ
圆柱螺旋线方程(１)的切线方程为:
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　 　 设圆柱螺旋线的切线与 ｚ 轴的夹角为 ωꎬ则:
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(３)
　 　 由于圆柱的母线与 ｚ 轴平行ꎬ圆柱螺旋线的切线

与 ｚ 轴的夹角就是圆柱螺旋线的切线与圆柱母线的

夹角ꎮ 圆柱螺旋线的切线与母线的夹角 ω 与其螺旋

角 α 相等且为定值ꎮ
截圆锥段网格加筋结构ꎬ除纵筋和环筋外ꎬ其余

筋的中心线均为圆锥螺旋线ꎮ
将螺旋角设为定值ꎬ得到等螺旋角圆锥螺旋线轨

迹方程[２]:
ｘ ＝ ρｓｉｎβｃｏｓθ
ｙ ＝ ρｓｉｎβｓｉｎθ
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式中ꎬβ 为半锥角ꎮ ρ０ 为坐标原点到截圆锥体小端端

面的圆锥侧面上的母线长度ꎮ 因方程中含有指数函

数ꎬ等螺旋角的圆锥螺旋筋槽对加工设备要求较高ꎮ
将螺距设为定值ꎬ得到等螺距圆锥螺旋线轨迹方

程[３]:
ｘ ＝ ａθｓｉｎβｃｏｓθ
ｙ ＝ ａθｓｉｎβｓｉｎθ
ｚ ＝ ａθｃｏｓβ
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　 　 螺距 ｈ ＝ ２πａｃｏｓβ
曲线切线与锥面母线之间夹角的余弦:

ｃｏｓω ＝ １

１ ＋ θ２ ｓｉｎ２β
式中ꎬａθ 为坐标原点到截面锥体小端端面的圆锥侧

面上的母线长度ꎮ 等螺距圆锥螺旋筋槽对加工设备

要求较低ꎮ 模具等速旋转ꎬ刀具等速沿圆锥侧面母线

运动ꎬ即可加工出等螺距圆锥螺旋线ꎮ
等螺旋角和等螺距螺旋线在圆锥侧面上是两种

曲线ꎬ在圆柱侧面上是同一种圆柱螺旋线ꎮ
为便于圆柱段和圆锥段复合材料网格结构硬模

成型装置的设计生产和纤维缠绕ꎬ需要求出圆柱和锥

段螺旋线的弧长和曲率ꎮ
圆柱螺旋线的弧长为:
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　 　 等螺旋角圆锥螺旋线的弧长为:
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　 　 等螺距圆锥螺旋线的弧长为:
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Ｓ ＝ ∫θ２
θ１
ａ １ ＋ θ２ ｓｉｎ２β ｄθ (１０)
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　 　 做双曲代换 θｓｉｎβ ＝ ｓｈｔꎬ ｄθ ＝ ｃｈｔ
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　 　 圆柱螺旋线:
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　 　 曲率[２]:
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ｄθ
ｄ２ｙ

ｄθ２
＋ ｄｚ

ｄθ
ｄ２ｚ

ｄθ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ
ｄθ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｄｙ
ｄθ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｄｚ
ｄθ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

３

　 　 　 ＝ ｓｉｎ２α
ｒ

(１３)

　 　 即圆柱螺旋线曲率仅与螺旋角和圆柱半径有关ꎬ
α＝ ０°时为母线ꎬ曲率为 ０ꎬ对应复合材料网格结构纵

筋ꎻα＝ ９０°时曲率最大ꎬ对应环筋ꎮ
等螺旋角圆锥螺旋线

ｄ２ｘ
ｄθ２

＝ ρ０ｓｉｎβｅ
ｓｉｎβ
ｔａｎα

θ ｓｉｎ２β
ｔａｎ２α

ｃｏｓθ － ２ ｓｉｎβ
ｔａｎα

ｓｉｎθ － ｃｏｓθæ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ２ｙ
ｄθ２

＝ ρ０ｓｉｎβｅ
ｓｉｎβ
ｔａｎαθ

ｓｉｎ２β
ｔａｎ２α

ｓｉｎθ ＋ ２ ｓｉｎβ
ｔａｎα

ｃｏｓθ － ｓｉｎθæ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ２ｚ
ｄθ２

＝ ρ０ｅ
ｓｉｎβ
ｔａｎαθ

ｓｉｎ２β
ｔａｎ２α

ｃｏｓβ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１４)

其曲率为:Ｋ ＝ ｃｏｓα

ρ０ ｔａｎαｓｉｎβｅ
ｓｉｎβ
ｔａｎα

ｓｉｎ２α ｓｉｎ２β ＋ ２ ｓｉｎ２α ｔａｎ４α ｓｉｎ２β ＋ ｓｉｎ２α ｔａｎ４α － ｔａｎ２α ｓｉｎ２β 　 　 　 　 (１５)

　 　 等螺距圆锥螺旋线

ｄ２ｘ
ｄθ２

＝ － ２ａｓｉｎβｓｉｎθ － ａθｓｉｎβｃｏｓθ

ｄ２ｙ
ｄθ２

＝ ２ａｓｉｎβｃｏｓθ － ａθｓｉｎβｓｉｎθ

ｄ２ｚ
ｄθ２

＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１６)

　 　 其曲率为:

Ｋ ＝ ｓｉｎβ
ａ １ ＋ θ２ ｓｉｎ２β( )

４ ＋ ３θ２ｓｉｎ２β ＋ θ２ ＋ θ４ ｓｉｎ２β
１ ＋ θ２ｓｉｎ２β

(１７)
２　 圆柱圆锥侧面上的短程线与复合材料网格结构的

蒙皮缠绕成型

筋条的缠绕ꎬ由于模具上加工了筋槽ꎬ纤维丝束

可在存在张力的情况下ꎬ缠绕到筋槽内ꎬ从而成型各

种螺旋角的螺旋筋条ꎮ 在表面上缠绕纤维最稳妥的

方法是沿着两点之间的最短路线进行缠绕[１]ꎬ即蒙

皮的缠绕ꎬ纤维丝束在张力作用下应沿短程线缠绕ꎮ

２.１　 圆柱侧面上的短程线

圆柱段蒙皮ꎬ除 ０°和 ９０°外ꎬ纤维沿圆柱侧面上

的短程线进行缠绕ꎬ如图 １ 所示ꎮ

图 １　 圆柱面上的短程线

Ｆｉｇ.１　 Ｇｅｏｄｅｓｉｃｌｉｎｅ ｏｆ ｃｏｌｕｍｎ

设圆柱面方程为: ｘ２ ＋ ｚ２ ＝ １ꎬ(ｘ > ０) ꎮ 并设在

圆柱面上连接 Ａ(ｘ０ꎬｙ０ꎬｚ０)ꎬＢ(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１) 两点的曲线

方程为:
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ｙ ＝ ｙ(ｘ)ꎬ
ｚ ＝ ｚ(ｘ)ꎬ{ (ｘ０ ≤ ｘ ≤ ｘ１)

　 　 曲线长度 Ｊ ｙꎬｚ[ ] ＝ ∫ｘ１
ｘ０

１ ＋ ｙ'２ ＋ ｚ'２ ｄｘ ꎮ

圆柱面上的短程线问题化为在约束条件 Ｇ(ｘꎬｙꎬ

ｚ) ＝ ｚ － １ － ｘ２ ＝ ０ 以及边界条件

ｙ(ｘ０) ＝ ｙ０ꎬｙ(ｘ１) ＝ ｙ１

ｚ(ｘ０) ＝ ｚ０ꎬｚ(ｘ１) ＝ ｚ１{ 下ꎬ求泛函 Ｊ ｙꎬｚ[ ] 取极

小值的解 ｙ(ｘ) 和 ｚ(ｘ) ꎮ
作辅助函数:

Ｉ ｙꎬｚ[ ] ＝ ∫ｘ１
ｘ０

１ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２ ＋ λ(ｘ)(ｚ － １ － ｘ２ )[ ] ｄｘ

(１８)

设Ｈ ＝ １ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２ ＋ λ ｘ( ) ｚ － １ － ｘ２( ) (１９)

　 　 其欧拉方程组:

Ｈｙ － ｄ
ｄｘ

Ｈｙ′( ) ＝ ０

Ｈｚ －
ｄ
ｄｘ

Ｈｚ′( ) ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２０)

　 　 由于 Ｈ 不显含 ｙ ꎬ欧拉方程组化为:

ｄ
ｄｘ

ｙ′

１ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ｄ
ｄｘ

ｚ′

１ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ λ(ｘ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２１)

　 　 求其首次积分ꎬ并用弧长 ｓ 作参数ꎬ得:

ｄｓ ＝ １ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２ ｄｘ (２２)
　 　 欧拉方程组化为:

ｄｙ
ｄｓ

＝ ｃ１

ｄｚ
ｄｓ

＝ ω(ｘ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２３)

式中ꎬ Ｃ１ 为积分常数ꎬ以及 ω(ｘ)＝ ∫ λ(ｘ)ｄｘꎬ

又由 ｚ ＝ １ － ｘ２ ꎬ得 ｄｘ ＝ － １－ｘ２

ｘ
ｄｚꎬ将 ｄｚ ＝ ω

(ｘ)ｄｓ 带入ꎬ得

ｄｘ ＝ － １ － ｘ２

ｘ
ω(ｘ)ｄｓ (２４)

　 　 根据 ｄｓ 的定义有:
(ｄｓ) ２ ＝ (ｄｘ) ２ ＋ (ｄｙ) ２ ＋ (ｄｚ) ２

＝ １ － ｘ２

ｘ２ ω(ｘ) ＋ Ｃ２
１ ＋ ω２(ｘ)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (ｄｓ) ２ (２５)

　 　 简化得: １
ｘ２ω

２(ｘ) ＋ Ｃ２
１ ＝ １

即:ω(ｘ) ＝ １ － Ｃ２
１ ｘ　 　 　 　 　 　 　 　 　 (２６)

　 　 带入 ｄｘ ＝ － １ － ｘ２

ｘ
ω(ｘ)ｄｓ ꎬ并分离变量得:

－ ｄｘ

１ － ｘ２
＝ １ － Ｃ２

１ ｄｓ (２７)

　 　 积分得: ａｒｃｃｏｓｘ ＝ １ － Ｃ２
１ ｓ ＋ Ｃ２

或:ｘ ＝ ｃｏｓ( １ － Ｃ２
１ ｓ ＋ Ｃ２)　 　 　 　 　 　 (２８)

　 　 于是:

ｚ ＝ １ － ｘ２ ＝ ｓｉｎ( １ － Ｃ２
１ ｓ ＋ Ｃ２) (２９)

　 　 再对欧拉方程组第一式积分得:
ｙ ＝ Ｃ１ｓ ＋ Ｃ３ (３０)

　 　 综合式(２８)、(２９)、(３０):

ｘ ＝ ｃｏｓ( １ － Ｃ２
１ ｓ ＋ Ｃ２)

ｙ ＝ Ｃ１ｓ ＋ Ｃ２

ｚ ＝ ｓｉｎ( １ － Ｃ２
１ ｓ ＋ Ｃ２)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３１)

　 　 由式(１)ꎬ圆柱侧面上的短程线是其上的螺旋

线ꎮ
由式(２２)ꎬ用弧长 ｓ 作参数ꎬ弧长 ｓ 与图 １ 所示

ｘＯｚ 面的极坐标 θ 及 ｒ 间的关系为 ｓ ＝ ｃｓｃαｒθ ꎬ为
推导方便ꎬ已设 ｘ２ ＋ ｚ２ ＝ １ꎬ(ｘ > ０) ꎬ即 ｒ ＝ １ꎬ因此 ｓ
＝ ｃｓｃαθ ꎬｙ＝ｃｏｔαθꎮ 由式(２３)第一式ꎬ积分常数

ｃ１ ＝ ｃｏｓα ꎮ 由式(２８)ꎬ特定的取积分常数 ｃ２ 为 ０ꎬ事
实上当圆柱螺旋线的起点是 ｚ 轴时ꎬ ｃ２ ＝ ０ꎮ

将

ｓ ＝ ｃｓｃαθ
ｃ１ ＝ ｃｏｓα
ｃ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

代入式(３１)ꎬ

得

ｘ ＝ ｃｏｓ(ｓｉｎαｃｓｃαθ ＋ ０)
ｙ ＝ ｃｏｓαｃｓｃαθ ＋ ０
ｚ ＝ ｓｉｎ(ｓｉｎαｃｓｃαθ ＋ ０)

ì

î

í

ïï

ïï

即

ｘ ＝ ｃｏｓθ
ｙ ＝ ｃｏｔαθ
ｚ ＝ ｓｉｎθ

ì

î

í

ïï

ïï

与式(１)相比ꎬ这是圆柱半径 ｒ ＝ １ꎬ以 ｘＯｚ 面为

圆柱底面向 ｙ 轴延伸的圆柱螺旋线ꎬ而式(１)是圆柱

半径为 ｒ 以 ｘＯｙ 面为圆柱底面向 ｚ 轴延伸的圆柱螺

旋线ꎮ 即式(１)是式(３１)的起点在坐标轴的特例ꎮ
２.２　 圆锥侧面上的短程线及螺旋线的展开

圆锥段蒙皮ꎬ除 ０°和 ９０°外ꎬ纤维沿圆锥侧面上

的短程线进行缠绕ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 设圆锥面方程为:
ｘ２＋ｚ２ ＝ ｙ２ ｔａｎ２θꎬ(ｘ>０)ꎬ并设在圆锥面上连接 Ａ( ｘ０ꎬ
ｙ０ꎬｚ０)ꎬＢ(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)两点的曲线方程为:

ｙ＝ ｙ(ｘ)ꎬ
ｚ＝ ｚ(ｘ)ꎬ{ (ｘ０≤ｘ≤ｘ１)
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图 ２　 圆锥面上的短程线

Ｆｉｇ.２　 Ｇｅｏｄｅｓｉｃｌｉｎｅ ｏｆ ｃｏｎｅ

曲线长度:Ｊ ｙꎬｚ[ ] ＝ ∫ ｘ１
ｘ２ １＋ｙ′２＋ｚ′２ ｄｘ

圆锥面上的短程线问题化为在约束条件 Ｇ(ｘꎬｙꎬ

ｚ)＝ ｚ－ ｙ２ ｔａｎ２θ－ｘ２ ＝ ０ 及边界条件

ｙ(ｘ０)＝ ｙ０ꎬｙ(ｘ１)＝ ｙ１

ｚ(ｘ０)＝ ｚ０ꎬｚ(ｘ１)＝ ｚ１{ 下ꎬ求泛函 Ｊ ｙꎬｚ[ ] 取极小

值的解 ｙ(ｘ)和 ｚ(ｘ)ꎮ
作辅助函数:

Ｉ ｙꎬｚ[ ] ＝ ∫ｘ１
ｘ０

１ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２ ＋ λ(ｘ)( ｚ[

－ ｙ２ ｔａｎ２θ － ｘ２ ) ] ｄｘ (３２)

　 　 设Ｈ ＝ １ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２ ＋ λ ｘ( ) ｚ － ｙ２ ｔａｎ２θ － ｘ２( )

(３３)
　 　 其欧拉方程组:

Ｈｙ － ｄ
ｄｘ

Ｈｙ′( ) ＝ ０

Ｈｚ －
ｄ
ｄｘ

Ｈｚ′( ) ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３４)

　 　 其欧拉方程组化为:

ｄ
ｄｘ

ｙ′

１ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｙ ｔａｎ２θ

ｙ２ ｔａｎ２θ － ｘ２
λ ｘ( )

ｄ
ｄｘ

ｚ'

１ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ λ(ｘ)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(３５)

　 　 不易分离变量ꎬ难以求出短程线方程的解析解ꎮ
设有直角三角形纸片的一个锐角为 αꎬ将此纸片

卷在一圆柱侧面上ꎬ使角 α 的直角边与圆柱的母线

重合ꎬ角 α 的斜边则在圆柱面上盘旋上升ꎬ这样在圆

柱面上就形成一条空间曲线ꎬ这条空间曲线就是圆柱

螺旋线ꎮ 上述过程的逆过程ꎬ就是将圆柱螺旋线展

开ꎬ如图 ３ 所示ꎮ 圆柱面展开其上的圆柱螺旋线是一

条直线ꎮ 能展开的平面ꎬ可利用两点之间线段最短来

求解ꎮ 还可以此验证等螺旋角及等螺距圆锥螺旋线

是否是圆锥面上的短程线ꎮ

图 ３　 圆柱螺旋线的展开

Ｆｉｇ.３　 Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎ ｓｐｉｒａｌ ｃｕｒｖｅ

另外三角网格的称谓对于圆柱结构是指展开后

环筋、纵筋和螺旋筋构成三角形ꎬ实际结构三个节点

间不会象平面三角形一样稳定ꎮ 筋条中心线与受力

方向夹角越大、曲率越大ꎬ越不利于承受对应载荷ꎬ即
纵筋轴压承载效率高ꎬ环筋外压承载效率高ꎬ单独轴

向直筋承载效率高于螺旋筋ꎮ
圆锥侧面展开图如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 圆锥侧面展开图

Ｆｉｇ.４　 Ｓｐｒｅａｄ ｏｕｔ ｓｉｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｅ
取平面曲线上任意一点 Ａ( ｘꎬｙ)ꎬ极坐标 Ａ( ｒꎬ

Θ)ꎬ此时曲线的切线与母线的夹角(曲线的切线与切

点和极点的连线间的夹角)仍为 αꎮ ｌ 为截锥壳母线

长度ꎬｒ１ 为截锥壳上端面半径ꎬｒ２ 为截锥壳下端面半

径ꎬｘ０ ＝ ρ０ ＝ ｒ１ / ｓｉｎβ 为 Ｂ 点到 Ｏ 点的距离ꎮ ｘ０、ｒ１、ｒ２、ｌ

满足关系式:
ｘ０

ｘ０＋ｌ
＝
ｒ１
ｒ２
ꎮ

假设曲线的极坐标方程为:
ｒ ＝ ｒ Θ( ) (３６)

　 　 利用直角坐标与极坐标的关系ꎻｘ＝ ｒｃｏｓΘꎬ
ｙ ＝ ｒｓｉｎΘ 则方程组: ｘ ＝ ｒ Θ( ) ｃｏｓΘ 及 ｙ ＝ ｒ

Θ( ) ｓｉｎΘ 是曲线的参数方程ꎬ其中参数为极角 Θꎬ
曲线的切线斜率是:

ｙ′ ＝

ｄｙ
ｄΘ
ｄｘ
ｄΘ

＝ ｒ′ Θ( ) ｓｉｎΘ ＋ ｒ Θ( ) ｃｏｓΘ
ｒ′ Θ( ) ｃｏｓΘ － ｒ Θ( ) ｓｉｎΘ
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＝ ｒ′ Θ( ) ｔａｎΘ ＋ ｒ Θ( )

ｒ′ Θ( ) － ｒ Θ( ) ｔａｎΘ
　 　 　 (３７)

　 　 根据几何关系可得出公式:
α ＝ γ － Θ (３８)

ｔａｎα ＝ ｔａｎ γ － Θ( ) ＝ ｙ′ － ｔａｎΘ
１ ＋ ｙ′ｔａｎΘ

(３９)

　 　 将 ｙ′ 的表达式(３７)代入(３９):

ｔａｎα ＝

ｒ′ Θ( ) ｔａｎΘ ＋ ｒ Θ( )

ｒ′ Θ( ) － ｒ Θ( ) ｔａｎΘ
－ ｔａｎΘ

１ ＋ ｒ′ Θ( ) ｔａｎΘ ＋ ｒ Θ( )

ｒ′ Θ( ) － ｒ Θ( ) ｔａｎΘ
ｔａｎΘ

＝ ｒ′ Θ( ) ｔａｎΘ ＋ ｒ Θ( ) － ｒ′ Θ( ) ｔａｎΘ ＋ ｒ Θ( ) ｔａｎ２Θ
ｒ′ Θ( ) － ｒ Θ( ) ｔａｎΘ ＋ ｒ′ Θ( ) ｔａｎ２Θ ＋ ｒ Θ( ) ｔａｎΘ

＝ ｒ Θ( )

ｒ′ Θ( )
(４０)

　 　 即 ｃｏｔα＝ ｒ′ Θ( )

ｒ Θ( )
ꎬ两边对 Θ 积分ꎬ解为:

ｃｏｔαΘ ＝ ｌｎｒ Θ( ) ＋ ｃ ＝ ｌｎ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｃ (４１)
　 　 取 ｙ＝ ０ 为初始点(图中 Ｂ 点)ꎬ此时 Θ ＝ ０ꎬ代入

式(４１)则:
ｃ ＝ － ｌｎｘ０ (４２)

　 　 将式(４２)代入式(４１)得:

ｃｏｔαΘ ＝ ｌｎ ｒ Θ( )

ｘ０
(４３)

　 　 因此该曲线极坐标方程为:ｒ Θ( ) ＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘꎬ是形

如 ｒ＝ａｅｋθ的对数螺旋线ꎮ
等螺距圆锥螺旋线在展开平面上的曲线方程为:

ｒ＝ ｘ０Θ[２]ꎬ是形如 ｒ＝ａθ 的阿基米德螺线ꎮ
阿基米德螺线上 Ａ１ꎬＡ２ꎬＡ３ꎬＡ４ 间的距离相等ꎬ如

图 ５ 所示ꎮ

图 ５　 阿基米德螺线

Ｆｉｇ.５　 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ ｓｐｉｒａｌ

等螺旋角及等螺距圆锥螺旋线不是圆锥面上的

短程线ꎬ因为圆锥侧面展开之后这两条曲线分别是对

数螺线和阿基米德螺线ꎬ不是直线ꎮ
由于圆锥侧面可展开为扇形ꎬ等螺旋角及等螺距

圆锥螺旋线在圆锥侧面展开之后分别是对数螺线和

阿基米德螺线ꎬ对于脱模困难而网格尺寸精度要求不

高的双锥等结构ꎬ可将锥段阳模展开成平面ꎬ平面浇

注后ꎬ再贴合到芯模上形成锥面螺旋筋槽ꎬ应注意阿

基米德螺线的加工易于对数螺线ꎮ
为便于锥段复合材料网格结构阳模成型装置的

设计生产和纤维缠绕ꎬ需要求出对数螺线和阿基米德

螺线的弧长和曲率ꎮ
对数螺线 ｒ Θ( ) ＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘ ( － ¥ < Θ < ＋ ¥) 从矢

径 Θ ＝ Θ１ 到矢径 Θ ＝ Θ２ 的弧长ꎮ

Ｓ ＝ ∫Θ２

Θ１

ｒ２ ＋ ｒ′２ ｄΘ ＝ ｘ０ １ ＋ ｃｏｔ２α ∫Θ２

Θ１

ｅｃｏｔαΘｄΘ

＝
ｘ０ １ ＋ ｃｏｔ２α

ｃｏｔα
ｅｃｏｔαΘ２ － ｅｃｏｔαΘ１( )

＝
ｘ０

ｃｏｓα
ｅ

Θ２
ｔａｎα － ｅ

Θ１
ｔａｎα( ) (４４)

　 　 阿基米德螺线 ｒ ＝ ｘ０Θ( －¥<Θ<＋¥)从矢径 Θ ＝
Θ１ 到矢径 Θ＝Θ２ 的弧长ꎮ

Ｓ ＝ ∫Θ２

Θ１

ｒ２ ＋ ｒ′２ ｄΘ ＝ ∫Θ２

Θ１

ｘ０Θ( ) ２ ＋ ｘ２
０ ｄΘ

　 　 做双曲代换 Θ＝ｓｈｔꎬｄΘ＝ｃｈｔｄｔꎬｔ ＝ ａｒｓｈΘꎬ Θ２＋１
＝ｃｈｔꎬ

Ｓ ＝ ｘ０ ∫ａｒｓｈΘ２

ａｒｓｈΘ１

ｃｈ２ ｔｄｔ ＝ ｘ０ ∫ａｒｓｈΘ２

ａｒｓｈΘ１

ｃｈ２ｔ ＋ １
２

ｄｔ

＝
ｘ０

２
ｓｈ２ｔ
２

＋ ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ / ａｒｓｈΘ２

ａｒｓｈΘ１
＝
ｘ０

２
ｓｈｔｃｈｔ ＋ ｔ( ) / ａｒｓｈΘ２

ａｒｓｈΘ１

＝
ｘ０
２ Θ２ Θ２

２ ＋ １ － Θ１ Θ２
１ ＋ １ ＋ ａｒｓｈΘ２ － ａｒｓｈΘ１( )

(４５)
　 　 对比展开前和展开后可知ꎬΘ＝ｓｉｎβθꎬ

ｘ０ ＝
ａ

ｓｉｎβ
ꎬ螺距 ｚ＝ ２πａｃｏｓβꎬａ＝ ｚ

２πｃｏｓβ

ｘ０ ＝
ｚ

２πｃｏｓβｓｉｎβ
＝ ｚ
πｓｉｎ２β

(４６)

对数螺线的曲率:
ｘ ＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘｃｏｓΘ

ｙ ＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘｓｉｎΘ{ (４７)

ｄｘ
ｄΘ

＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘ ｃｏｔαｃｏｓΘ － ｓｉｎΘ( )

ｄｙ
ｄΘ

＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘ ｃｏｔαｓｉｎΘ ＋ ｃｏｓΘ( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(４８)
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ｄ２ｘ
ｄΘ２

＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘ ｃｏｔ２αｃｏｓΘ － ２ｃｏｔαｓｉｎΘ － ｃｏｓΘ( )

ｄ２ｙ
ｄΘ２

＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘ ｃｏｔ２αｓｉｎΘ ＋ ２ｃｏｔαｃｏｓΘ － ｓｉｎΘ( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(４９)
　 　 曲率[４]:

Ｋ ＝

ｄｘ
ｄΘ

ｄ２ｙ
ｄΘ２

－ ｄ２ｘ
ｄΘ２

ｄｙ
ｄΘ

ｄｘ
ｄΘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｄｙ
ｄΘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

３
２

＝ ｓｉｎα
ｘ０ｅｃｏｔαΘ (５０)

曲率半径:Ｒ ＝
ｘ０ｅｃｏｔαΘ

ｓｉｎα
　 　 　 　 　 　 　 　 (５１)

　 　 阿基米德螺线的曲率:
ｘ ＝ ｘ０ΘｃｏｓΘ
ｙ ＝ ｘ０ΘｓｉｎΘ{ (５２)

ｄｘ
ｄΘ

＝ ｘ０ｃｏｓΘ － ｘ０ΘｓｉｎΘ

ｄｙ
ｄΘ

＝ ｘ０ｓｉｎΘ ＋ ｘ０ΘｃｏｓΘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(５３)

ｄ２ｘ
ｄΘ２

＝ － ２ｘ０ｓｉｎΘ － ｘ０ΘｃｏｓΘ

ｄ２ｙ
ｄΘ２

＝ ２ｘ０ｃｏｓΘ － ｘ０ΘｓｉｎΘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５４)

曲率:Ｋ ＝ ２ ＋ Θ２

ｘ０ １ ＋ Θ２( )
３
２

(５５)

曲率半径:Ｒ ＝
ｘ０ １ ＋ Θ２( )

３
２

２ ＋ Θ２ 　 　 　 　 　 　 (５６)

　 　 利用两点之间线段最短来求解圆锥侧面上的短

程线ꎬ如图 ６ 所示ꎮ 设圆锥高为 ｈ ꎬ圆锥面方程:
ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ｚ － ｈ( ) ２ ｔａｎ２β ꎬ ｒ ＝ ｈｔａｎβ ꎬ Ａ ｒꎬ０ꎬ０( ) ꎬ

Ｂ ｘ０ꎬ０ꎬｚ０( ) ꎬ ０ < ｚ０ < ｈ ꎮ 设 Ｂ 在 ｘＯｚ 的坐标为(ｘＢꎬ
ｚＢ)ꎬ求 ｘＢꎬｚＢꎮ

图 ６　 圆锥面短程线的展开

Ｆｉｇ.６　 Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｅ ｇｅｏｄｅｓｉｃ ｌｉｎｅ

ＯＢ→ ＝
ｈ － ｚ０
ｃｏｓβ

ｓｉｎ β ＋ πｓｉｎβ( ) ꎬｈ －
ｈ － ｚ０
ｃｏｓβ

ｃｏｓ β ＋ πｓｉｎβ( )
æ

è
ç

ö

ø
÷

(５７)

ｘＢ ＝
ｈ － ｚ０
ｃｏｓβ

ｓｉｎ β ＋ πｓｉｎβ( ) (５８)

ｚＢ ＝ ｈ －
ｈ － ｚ０
ｃｏｓβ

ｃｏｓ β ＋ πｓｉｎβ( ) (５９)

　 　 从而在 ｘＯｚ 上线段 ＡＢ 的方程为:
ｘ ＝ ｘＢ － ｒ( ) ｔ ＋ ｒꎬ
ｚ ＝ ｚＢ ｔꎬ{ ｔ ∈ ０ꎬ１[ ] (６０)

　 　 在线段 ＡＢ 上任取一点 Ｎ′ ｘ′ꎬｚ′( ) ꎬ则当展开面

重又绕回到锥面上时ꎬ其对应点 Ｎ 的坐标设为

ｘꎬｙꎬｚ( ) ꎬ求 Ｎ 点坐标ꎬ如图 ７ 所示ꎮ
ＭＮ ＝ ＭＮ′ ꎬ ∠ＡＭＮ′ ＝ φ ＝ θｓｉｎβ

[与前述(４６)式 Θ ＝ ｓｉｎβθ 结论相同]

图 ７　 圆锥面短程线

Ｆｉｇ.７　 Ｇｅｏｄｅｓｉｃ ｌｉｎｅ ｏｆ ｃｏｎｅ

∴
ｘ ＝ ＭＮ ｓｉｎβｃｏｓθ
ｙ ＝ ＭＮ ｓｉｎβｓｉｎθ
ｚ ＝ ｈ － ＭＮ ｃｏｓβ

ì

î

í

ïï

ïï

(６１)

∵ ＯＮ′→ ＝ ＯＭ→ ＋ ＭＮ′→ ＝ ０ꎬｈ( ) ＋ ＭＮ′ ｓｉｎ φ ＋ β( )( ꎬ
－ ｃｏｓ φ ＋ β( ) ) (６２)

∴ ＯＮ′→ ＝ ＭＮ′ ｓｉｎ φ ＋ β( ) ꎬｈ － ＭＮ′ ｃｏｓ φ ＋ β( )( )

(６３)
∵ Ｎ′在ＡＢ上ꎬ

∴ ｈ － ＭＮ′ ｃｏｓ φ ＋ β( )

ｚＢ
＝ ＭＮ′ ｓｉｎ φ ＋ β( ) － ｒ

ｘＢ － ｒ
(６４)

∴ ＭＮ′ ＝
ｈ ｘＢ － ｒ( ) ＋ ｚＢｒ

ｚＢｓｉｎ φ ＋ β( ) ＋ ｘＢ － ｒ( ) ｃｏｓ φ ＋ β( )
(６５)
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∴

ｘ ＝
ｈ ｘＢ － ｒ( ) ＋ ｚＢｒ

ｚＢｓｉｎ φ ＋ β( ) ＋ ｘＢ － ｒ( ) ｃｏｓ φ ＋ β( )
ｓｉｎβｃｏｓθ

ｙ ＝
ｈ ｘＢ － ｒ( ) ＋ ｚＢｒ

ｚＢｓｉｎ φ ＋ β( ) ＋ ｘＢ － ｒ( ) ｃｏｓ φ ＋ β( )
ｓｉｎβｓｉｎθ

ｚ ＝ ｈ －
ｈ ｘＢ － ｒ( ) ＋ ｚＢｒ

ｚＢｓｉｎ φ ＋ β( ) ＋ ｘＢ － ｒ( ) ｃｏｓ φ ＋ β( )
ｃｏｓβ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(６６)
　 　 再将式(５８) 、(５９)中 ｘＢꎬｚＢ 带入ꎬ即得到最终

解ꎮ 方程非常烦琐ꎬ不适合用于筋条的缠绕ꎮ 但蒙皮

的缠绕ꎬ纤维丝束在张力作用下是沿此方程缠绕的ꎬ
即圆锥面蒙皮的缠绕其缠绕角度只能是近似按设计

规定进行ꎮ 在半锥角较小的情况下ꎬ此偏差影响不

大[５]ꎮ 缠绕时要注意对纤维束起点位置的调整ꎮ
另外ꎬ锥面短程螺旋线对于平面浇注软模成型的

复合材料网格结构极具应用价值ꎮ 在浇注阳模的模

具上按图 ４ 所示加工与扇形径向线夹角为 α 的直线

筋槽即可ꎮ 这将大大降低加工难度ꎬ提高加工效率ꎬ
降低成本ꎮ 为此计算直线与对数螺线的曲率差ꎬ由公

式(４３) ｒ Θ( ) ＝ ｘ０ｅｃｏｔαΘ ꎬ结合工程应用中的小直径锥

段ꎬ取 α＝ ３０°ꎬｘ０ ＝ １２４４.７ꎮ 根据公式(５０)ꎬθ＝ ０°时ꎬｋ
得最大值为 ０.０００４０１７ꎬ即曲率很小ꎬ可用直线代替对

数螺线ꎬ不影响结构承载ꎮ 对于大直径锥段ꎬ曲率更

小ꎬ更接近直线ꎮ

３　 结论

通过对圆柱、圆锥侧面上的螺旋线和短程线的探

讨ꎬ解决了圆柱、圆锥段复合材料网格结构筋条及蒙

皮的缠绕问题ꎻ得出了圆柱和锥段螺旋线的弧长和曲

率计算方法ꎬ用于圆柱段和圆锥段复合材料网格结构

成型装置的设计生产和纤维缠绕ꎻ得出了对数螺线和

阿基米德螺线的弧长和曲率计算方法ꎬ用于锥段复合

材料网格结构软模成型装置的设计生产和纤维缠绕ꎮ
为复合材料网格结构自动化缠绕生产制造创造了条

件ꎮ 同时针对工程需要ꎬ对不同的网格结构选择不同

的加工成型方式ꎬ可大大降低加工难度ꎬ实现低成本

快速批量生产ꎮ
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